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1 Index des notations
• α âge de première reproduction
• β âge de dernière reproduction
• ω longévité cad âge maximal atteignable
• PX taux de survie (parmi les individus d'âge X, une proportion PX atteint l'âge X + 1)
• FX taux de fécondité (un individu d'âge X donne naissance en moyenne à FX nouveaux-nés)
• h fonction de risque de mortalité (mortality hazard function dans la littérature)
• S fonction de survie (S(X) donne la proportion des individus qui atteignent l'âge X)
• α0 âge à partir duquel la survie de l'enfant est indépendante de la survie de sa mère
• RR0 risque relatif de décès à la naissance entre orphelin et non orphelins
• λ taux de croissance d'une population
• w vecteur de structuration par catégories (cad proportion d'individus de chaque catégorie)
• δ risque relatif de décès à la naissance entre non orphelins et le modèle de référence
2 Glossaire
• Allocare: Terme générique déﬁnissant tout comportement d'adulte autre que la mère ayant trait
à l'élevage et l'éducation des enfants.
• Altricialité: Une espèce est dite altriciale lorsque la croissance et le développement des enfants
nécessitent des soins post-nataux prodigués par des individus adultes.
• Elasticité (par rapport à un paramètre P ): variation du taux de croissance suite à une augmenta-
tion proportionnelle du paramètre (diﬀérent de la sensitivité où c'est une augmentation absolue).
• Fitness: Succès reproducteur d'un génotype mesuré par sa survie, sa fécondité ou par d'autres
traits d'histoire de vie.
• Intervalle intergénésique: durée entre deux reproductions successives.
• Investissement maternel: Se réfère dans sa déﬁnition évolutive stricto sensu à toutes caractéris-
tiques ou comportements des parents qui augmentent la ﬁtness de leurs enfants.
• Pléiotropie: un gène est dit pléiotrope lorsqu'il aﬀecte plusieurs traits phénotypiques. On parle
de pléiotropie antagoniste lorsqu'un même gène entraîne un eﬀet positif aux âges jeunes et un eﬀet
négatifs aux âges avancés.
• Taux de croissance d'une population: Désigne la valeur par laquelle doit être multiplié l'eﬀectif
d'une population aﬁn d'obtenir son eﬀectif au pas de temps suivant (considérant que la popula-
tion présente une distribution stable par classe d'âge). Valeur propre dominante de la matrice de
projection.
• Valeur reproductive: capacité d'un individu présentant un certain génotype de transmettre ses
gènes aux générations suivantes.
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3 Introduction
La théorie des traits d'histoire de vie
Chez les organismes sexués, la pérennité de l'information génétique est assurée par la reproduction.
Si l'on considère que la sélection naturelle tend vers une adaptation optimale d'un organisme à son
milieu (compte tenu des contraintes phylogénétiques limitant le champ des adaptations possibles), alors
la capacité à survivre et à se reproduire déﬁnit une stratégie de reproduction. De cette stratégie, aussi
appelée histoire de vie, dépend la transmission de son patrimoine génétique aux générations futures.
La théorie des histoires de vie oﬀre le cadre théorique pour étudier l'évolution de ces stratégies
([11, 14]). Elle permet d'étudier le timing des événements survenant au cours de la vie des individus.
Chez les mammifères par exemple, ces événements sont le poids à la naissance, la vitesse de croissance,
l'âge au sevrage, l'âge et la taille à la maturité sexuelle, l'âge au premier enfant, la longueur de la période
reproductive, les longueurs des intervalles intergénésiques, l'espérance de vie, etc.
Comprendre l'évolution de ces traits est fondamental en biologie évolutive. Ensemble, ils déterminent
les trajectoires de croissance, de fertilité et de survie, selon l'âge ou le stade de développement physi-
ologique. A l'échelle de l'individu, ces trajectoires peuvent être interprêtées comme l'expression ultime
du phénotype d'un organisme, car elles déﬁnissent sa valeur sélective. A l'échelle de la population, elles
déterminent la dynamique de la population dans son ensemble, et par conséquent le théâtre écologique
dans lequel les forces évolutives opèrent (mutation, sélection naturelle, migrations, dérive génétique).
Les humains: des mammifères particuliers
Les traits d'histoire de vie peuvent être classés selon un continuum lent-rapide (une fois que l'eﬀet
de la taille a été pris en compte): des espèces présentent une maturité sexuelle tardive, peu d'enfants
par portée, une survie adulte élevée et un temps de génération long; aux espèces qui se reproduisent
précocement, produisent de larges portées, chez qui la survie des adultes est précaire et le temps de
génération court. Les primates sont à l'extremité lente de ce continuum. Les humains sont les plus lents
de ces primates, à l'exeption toutefois de la fertilité. Celle-ci est en eﬀet exeptionnellement élevée (en
l'absence de contraception) et caractérisée par des intervalles intergénésiques très brefs ([15]). Chez la
femme, la reproduction est de plus condensée sur une période très courte, limitée en début de vie par
une longue période juvénile, et en ﬁn de vie reproductive par une sénescence rapide de la fertilité, suivie
d'une cessation soudaine de la reproduction lors de la ménopause. La ménopause est à son tour suivie
d'une longue vie post-reproductive. Nous ne savons pas encore très bien si la ménopause est partagée
par les autres primates, et si la longue vie post-reproductive observée de nos jours doit être considérée
comme un caractère ancestral chez l'humain (les études paléodémographiques montrent peu de fossiles
d'individus survivant après 50 ans [2], mais des études démographiques de populations de chasseur-
cueilleurs contemporains montrent le contraire [10]). Aucune théorie évolutive consensuelle ne permet
à ce jour d'expliquer l'évolution des traits d'histoire de vie des primates en général et de l'humain en
particulier.
Histoire de vie, investissement parental et socialité
Chez de très nombreuses espèces, la survie et le développement des enfants sont dépendants des soins
prodigués par un (des) parent(s) après la naissance. On dit alors que l'enfant est altricial. Chez les
mammifères, cet investissement parental postnatal inclut la lactation et l'alimentation, mais aussi la
protection, l'aﬀection et l'éducation. Ces comportements parentaux sont nécessaires au développement
physiologique et comportemental des enfants, et sont indispensables à la survie des enfants jusqu'à la
maturité sexuelle.
L'investissement parental postnatal est donc une composante à part entière de la reproduction, et
est considéré comme un trait d'histoire de vie fondamental chez les mammifères. Chez de nombreux
primates sociaux, et chez l'humain en particulier, il est déterminant dans la socialisation des juvéniles et
dans l'établissement de leurs statuts au sein du groupe.
Investissement des apparentés et survie de l'enfant chez l'humain
L'importance de l'investissement maternel a été amplement étudiée ces dix dernières année. Il est
très diﬃcile de le chiﬀrer en termes de coûts tant il est complexe et variable selon les populations. Une
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estimation de celui-ci se base sur des données démographiques, en comparant la survie des orphelins de
mère à celle des enfants dont la mère est vivante (c'est ce type de mesure que nous utiliserons).
L'investissement des apparentés non maternels demeure en revanche peu connu. Dans certaines études,
la grand-mère maternelle semble avoir plus d'importance que le père ([8]). Ces eﬀets variables peuvent être
dus à la répartition des rôles entre les sexes et au contexte écologique. Ils peuvent également avoir comme
origines des diﬀérences dans l'appréhension culturelle du développement et de l'éducation de l'enfant dans
les sociétés (ex matrilinéaire vs patrilinéaire, famille nucléaire ou élargie, enfant communautaire, adoption
fréquente, etc). Dans tous les cas ces études corrélatives sont soumises à des limitations statistiques (faible
échantillonages, facteurs confondants mal pris en compte), et des diﬃcultés d'évidence de causalité (les
corrélations peuvent être dues aux gènes partagés ou à l'environnement).
Coévolution de l'investissement maternel et des traits d'histoire de vie
En 2005, Pavard et col. déﬁnissent et estiment une mesure démographique simple de l'investissement
maternel chez l'humain, qu' ils intègrent dans un modèle classique de la démographie et de l'écologie
évolutionnaire ([4]). Cela leur permet de mieux comprendre en quoi l'investissement parental a co-évolué
dans notre espèce avec la survie et la fertilité à chaque âge ([5]).
Les auteurs s'intéressent par exemple à comprendre qu'elles ont pu être les conséquences d'une aug-
mentation de l'atricialité des enfants au cours de la lignée des homininées. En eﬀet la théorie de la
prématuration humaine cherche à expliquer pourquoi les nouveaux nés humains sont plus immatures à
la naissance que les nouveaux nés des autres espèces de grands singes. Elle tient le raisonnement suivant.
L'acquisition de la bipédie a entraîné le rétrécissement du bassin des femmes, et donc du canal pelvien
à travers duquel passe le nouveau-né pendant l'accouchement. Un à deux millions d'années plus tard,
l'augmentation de la taille du cerveau de l'enfant (liée à l'augmentation de volume encéphalique des
individus du genre homo) s'est trouvé contrainte par cette limitation anatomique. L'évolution a donc
opté pour une solution alternative: la réduction du temps de gestation. Le nouveau-né vient au monde
avec le crâne le plus gros possible compte tenu de l'anatomie de la mère (ce qui fait que l'accouchement
est extrêmement douloureux et dangereux, contrairement aux grands singes), puis celui-ci continue à
augmenter en volume après la naissance. L'enfant prématuré est ainsi devenu plus dépendant des soins
de sa mère et durant une plus longue période. Il est aussi probable que ce phénomène de prématuration
de l'enfant soit à l'origine de l'évolution des capacités cognitives, langagières et sociales des Homininés.
Le rôle des mères dans l'éducation des enfants est ainsi devenu déterminant. De la naissance à l'âge
adulte, il ne s'agit plus simplement d'élever ses enfants, mais aussi de les éduquer.
L'importance de la survie de la mère pour la survie de ses enfants a probablement augmenté consid-
érablement suite à ces changements. Or Pavard et al. montrent qu'une augmentation de l'altricialité des
enfants, favorise l'émergence d'une période reproductive plus brève et intensive, ainsi qu'une sénescence
de la reproduction en ﬁn de vie féconde et l'émergence d'une longue période post-reproductive.
Cependant, ce modèle reste limité du fait qu'il est diﬃcilement applicable à d'autres espèces que
l'humain et qu'il ne permet pas d'intégrer facilement des scénarios sociaux, démographiques et environ-
nementaux plus complexe. Un moyen de palier ce défaut serait d'étendre ce modèle à un modèle matriciel
de projection de population, modèle très utilisé en étude de l'évolution des traits d'histoire de vie car il
s'adapte à beaucoup d'espèces et permet d'estimer la force de la sélection naturelle sur les gènes impliqués
dans la survie et la fertilité à chaque âge.
C'est la démarche que nous avons adopté dans cette microthèse. Plus précisément, nous avons
développé trois modèles permettant d'intégrer l'importance de certains apparentés pour la survie des
enfants : 1) la mère (modèle BOMS pour bet on the mother survival) ; 2) la mère et la grand-mère
(modèle BOGMS pour bet on the grandmother survival) et 3) la mère et les grandes s÷urs (modèle BOSS
pour bet on the sisters survival).
Pour chacun des modèles nous avons apporté un eﬀort particulier à la paramétrisation de ces investisse-
ments et construit des scénarios évolutionnaires pertinents permettant de mieux comprendre comment
l'évolution ou la nature de ces investissements inﬂuencent la force de la sélection sur la survie et la
fécondité à tous les âges.
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4 Modèle de Leslie
La majorité des résultats des parties 4.1 et 4.2 sont tirés de [1].
4.1 Principe des modèles matriciels de projection de population
On divise la population en plusieurs catégories. Ces catégories sont principalement de deux types: géo-
graphiques (des eﬀectifs dans diﬀérentes îles par exemple) ou qualitatives (comme les individus d'âge X).
A chaque pas de temps, un individu d'une catégorie peut:
• rester dans sa catégorie
• changer de catégorie (comme vieillir d'un an, et passer de la catégorie des individus d'âge X aux
individus d'âge X + 1)
• donner naissance à des individus d'autres catégories
Les coeﬃcients de transition (P , F et G dans l'exemple ci-dessous) quantiﬁent ces transitions. Nous
ferons ici comme hypothèses que les coeﬃcients de transitions sont identiques à chaque pas de temps et
déterministes (ce ne sont pas des variables aléatoires). La dynamique de la population peut se représenter
par un schéma (communément appelé cycle de vie dans la littérature) constitué de patches (les catégories
de la population) et de ﬂèches représentant les transitions entre les diﬀérentes catégories. Dans l'exemple
ci-dessous, nous avons réparti la population en trois catégories: les juvéniles, les adultes reproducteurs












Figure 1: Cycle de vie
Si on note n(t) =
 n1(t)n2(t)
n3(t)
 le vecteur des abondances des catégories de la population au temps t,
celui au temps t+ 1 peut s'écrire:
n(t+ 1) =
 0 F2 0P1 G2 0
0 P2 G3
n(t) = An(t) = Atn(0) (1)
où A est appelée matrice de projection. Tous ses coeﬃcients sont positifs. La matrice de projection
et le cycle de vie sont deux représentations équivalentes du problème: à un cycle de vie peut être associé
une matrice de projection et vice versa.
L'équation (1) fait ressortir le fait que le comportement de At va déterminer la dynamique de la
population. C'est donc cette matrice que nous allons étudier en détail, et nous allons voir que sous
certaines hypothèses elle vériﬁe des propriétés très particulières.
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4.2 Théorème de Perron-Frobenius
Quelques déﬁnitions: Une matrice A est dite non-négative si tous ses coeﬃcients sont positifs ou
nuls.
Une matrice non-négative est dite irréductible si lorsqu'on considère son cycle de vie associé, il existe
un chemin pour aller de n'importe quel patche à n'importe quel autre. Dans l'exemple ci dessus, A n'est
pas irréductible. En eﬀet il est impossible d'aller du patch 3 au patch 1.
Enﬁn une matrice est dite apériodique si ∃k ∈ N tel que Ak ait tous ses coeﬃcients strictement positifs.
Il est nécessaire que A soit irréductible pour être apériodique. Il est possible d'évaluer l'apériodicité de A
au regard de son cycle de vie associé: c'est le cas si le pgcd de la longueur des boucles est de un (comme
dans l'exemple ci-dessus: on a une boucle de longueur un (celle qui se referme sur 2)).
Théorème de Perron-Frobenius: Si A est une matrice non négative, irréductible et apériodique.
Alors:
• Il existe une valeur propre dominante réelle λ1 au sens où ∀λ 6= λ1 ∈ Sp(A), |λ| < λ1 où Sp(A)
désigne le spectre de A, c'est à dire l'ensemble de ses valeurs propres.
• Cette valeur propre est simple, et le vecteur propre w1 associé a tous ses composantes de même
signe (il peut donc être choisi tel que ∀i, w1i > 0 et
∑
i=i w1i = 1).
Propriétés remarquables Décomposons n(0) dans la base diagonalisant A:
n(0) = c1w1 + ...+ csws
Alors n(t) = λt1c1w1 + ...λ
t




Ainsi la dynamique de la population après un temps suﬃsamment long est indépendant du vecteur
des abondances initiales n(0) (mais dépend de λ1 et w1): c'est le phénomène d'ergodicité. λ1 est appelé
taux de croissance, et le vecteur propre associé à droite w1 (vériﬁant Aw1 = λ1w1) et renormalisé
(
∑
i w1i = 1) est appelé le vecteur de structuration par classes. Le vecteur propre à gauche v1(vériﬁant
v1A = λ1v1) est appelé la valeur reproductive.
Ainsi, au bout d'un temps suﬃsamment long, la proportion des individus de chaque catégorie dans la
population reste la même (donnée par w1) et à chaque pas de temps l'eﬀectif est multiplié par λ1.
4.3 Mise en forme matricielle du modèle de Leslie
Ce type de modèle développé par Leslie en 1945 est utilisé en démographie pour étudier la dynamique
d'une population structurée par âges déﬁnie par la survie et la fécondité à chaque âge des individus qui
la composent.
Dans tout ce qui suit nous notons α l'âge de première reproduction, β l'âge de dernière reproduction et
ω l'âge maximal atteignable (la longévité). Lors de nos applications numériques nous prendrons toujours
α = 15, β = 50 et ω = 100.
Les diﬀérentes catégories de la population sont les individus de même âge, il y en a donc ω.
Notons PX le taux de survie à l'âge X, c'est à dire que chaque année, une fraction PX des individus
d'âge X survivent et passent dans la catégorie des individus d'âge X + 1.
Notons également FX le taux de fécondité à l'âge X: chaque année, un individu d'âge X donne
naissance à FX nouveaux-nés en moyenne. FX est déﬁni pour α ≤ X ≤ β.
Les pas de temps étant de un an, les nouveaux-nés (âgés de 0 ans) ne sont pas une catégorie de
population. Les individus d'âge X donnent naissance chaque année à FXP0 enfants de un an (il faut
qu'il y ait naissance puis que les nouveaux-nés survivent jusqu'à l'âge de un an). Le cycle de vie associé
est représenté par la ﬁgure (2).
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Figure 2: Schéma de dynamique de population
La matrice de projection associée peut être écrite de la manière suivante (Leslie, 1945):
A =


















Utilisation du théorème de Frobenius La matrice A est eﬀectivement positive et apériodique (on
a des boucles de longueur (α + 1),(α + 2) etc donc pgcd(longueur des boucles)=1), mais n'est pas
irréductible (à partir des âges post-ménopauses, on ne peut pas atteindre les âges juvéniles).
Parce que cette matrice n'est pas irréductible, le théorème de Perron-Frobenius ne semble pas s'appliquer
à première vue. Nous montrons néanmoins en annexe 10.4 que les résultats du théorème restent valables.
Lorsque nous manipulerons par la suite des matrices plus compliquées, nous nous retrouverons dans
le même cas de ﬁgure (matrice non irréductible mais théorème applicable).
Pour calculer λ et w, nous utiliserons le logiciel Matlab, avec la fonction sparse, car les matrices que
nous manipulerons seront toutes éparses (de l'ordre de N termes non nuls pour une matrice de taille
N ×N).
4.4 Paramétrisation
Dans cette partie nous discutons de la façon de déterminer les paramètres FX et PX .
4.4.1 Survie
Modèle de Siler Le risque de mortalité est modélisé classiquement chez les mammifères par une
fonction de Siler [13]. Cette fonction suppose que le risque de mortalité résulte de trois composantes
indépendantes: une constante tout au long de la vie, une composante correspondant à la période juvénile
et une autre correspondant au vieillissement. La fonction de risque de mortalité (mortality hazard) h(t)
s'écrit alors:
h(t) = a1e
−b1t + a2 + a3eb3t (3)
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où a1 + a2 + a3 est le niveau de risque de mortalité à la naissance, b1 détermine la vitesse à laquelle
la mortalité infantile diminue avec l'âge, b2 la vitesse à laquelle la mortalité augmente aux grands âges
et a2 est associé à la mortalité extrinsèque.











On a bien S(0) = 1, lim
X→∞
S(X) = 0 et S strictement décroissante.




d'après la formule des probabilités conditionnelles.





eb3X(eb3 − 1)) (5)
Estimation des paramètres Dans [2], l'auteur fait référence à diﬀérents articles donnant une estima-
tion des cinq paramètres a1, a2, a3, b1 et b3 pour diﬀérentes populations. La première est une population
d'hommes préhistoriques, les données étant estimées par des études paléodémographiques. Les deux
suivantes sont issues de populations contemporaines (West1 et West 23).
Dans [3], les auteurs utilisent des estimations des paramètres pour une population de chasseurs-
cueilleurs amazoniens, les Achés, ainsi que pour la population du Québec Ancien. La première population
est intéressante car elle pourrait se rapprocher d'une population d'hommes du passé. La deuxième a été
très étudiée car les femmes Québecoises mettaient au monde un nombre d'enfants remarquablement
élevé, ce qui leur a fait gagné la guerre des berceaux contre les Canadiens anglophones (en faisant plus
d'enfants, les francophones sont devenus plus nombreux et donc plus diﬃciles à assimiler et discriminer).
Cette population présente donc un taux de croissance très élevé.
Enﬁn dans [10], les auteurs étudient plusieurs populations de chasseurs cueilleurs et estiment des
valeurs moyennes pour les paramètres (Hunter-gatherer).















































Figure 3: Mortalité (S(X)) et Taux de survie (PX) pour les diﬀérentes populations
Graphiques et interprétations Les courbes de la ﬁgure 3 ont toutes à peu près la même forme à
cause de la forme générique de h(t), cependant des diﬀérences subsistent. La courbe bleu ciel (West 23)
est typique d'un pays industrialisé: la mortalité infantile est très faible, la quasi totalité de la population
atteint un âge avancé puis la mortalité augmente brusquement vers 60 ans. La courbe du Québec Ancien
est caractéristique d'une population de période pré-industrielle: la mortalité infantile y est plus élevée et
la baisse de la Survie y est moins brutale: les âges de décès s'étalent sur une période plus grande. La
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courbe des Achés a une forme très similaire à celle du Québec Ancien à ceci près que la mortalité infantile
y est plus grande.
Là encore les courbes du taux de survie ﬁgure 3 sont assez caractéristiques. Le taux de transition PX
est relativement faible aux jeunes âges et augmente rapidement pour atteindre un plateau proche de un,
puis diminue brutalement aux âges avancés.
Les auteurs de [10] soulèvent un point très intéressant. On a longtemps considéré que les individus
des populations de chasseurs-cueilleurs ne pouvaient pas vivre longtemps en se basant sur les espérances
de vie très faibles (aux alentours de 25 ans). Seulement c'est la très forte mortalité infantile (43% des
nouveaux-nés n'atteignent pas l'âge de 15 ans) qui abaisse l'espérance de vie. Un individu de 45 ans peut
espérer vivre en moyenne 20 ans de plus. Un quart de la population peut espérer devenir grand-parent
et le rester pendant 15 ou 20 ans. Ces travaux sont en contradiction avec des articles plus anciens où les
auteurs aﬃrmaient que la quasi-totalité des individus n'atteignaient pas cinquante ans.
Nous ferons par la suite des raisonnements plus qualitatifs que quantitatifs. Par conséquent, les valeurs
des paramètres nous intéressent dans l'optique de modéliser une population vraisemblable, et non pas
d'obtenir des résultats chiﬀrés. Ainsi nous n'attacherons pas trop d'importance aux valeurs numériques
de ces paramètres.
4.4.2 Fécondité
Fertilité ou fécondité? La fertilité désigne la capacité à procréer (soit le nombre potentiel d'enfants)
tandis que la fécondité désigne le nombre d'enfants mis au monde.
La fertilité, comme tout caractère phénotypique, résulte de la combinaison de facteurs génétiques et
environnementaux comme l'alimentation. C'est elle qui a le plus de sens du point de vue biologique et
évolutionnaire mais est très diﬃcile à mesurer car elle représente une qualité potentielle. En revanche, la
fécondité a été très étudiée et mesurée.
En considérant que les facteurs sociaux (âges de mariage par exemple) peuvent être intégrés dans les
facteurs environnementaux, la fécondité devient le phénotype réalisé à partir des gènes impliqués dans la
fertilité. C'est cette donnée que nous utiliserons dans notre modèle.
Modèle de Hadwiger Beaucoup de modèles ont été proposés pour correspondre aux distributions
de fécondité. Nous nous intéressons ici à celle proposé par Hadwiger [7]. La fonction de fécondité de














Elle est théoriquement déﬁnie à tous les âges mais dans notre cas elle l'est pour α ≤ X ≤ β + 1. On





Le paramètre c est relié à l'âge moyen de maternité, b quant à lui est relié à la variance de la
distribution: un b grand signiﬁe que la distribution est très piquée autour de sa valeur maximale. Enﬁn
le paramètre a est relié au nombre total d'enfants.
Dans la mesure où on ne considère ici que les femmes, certaines fonctions de fécondité incluant les
deux sexes seront divisées par deux.
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Figure 4: Fonction de fécondité des Achés et du Québec ancien ([3]) et de l'Espagne en 1942 ([9]
Nous pouvons constater sur la ﬁgure 4 la fécondité élevée du Québec Ancien (plus de 10 enfants par
femme!) qui décroit cependant plus rapidement que celle des Achés.
4.5 Démographie
Nous avons vu d'après (4.2) que la matrice de transition donnait le taux de croissance et la structuration
par classes d'âges (la célèbre pyramide des âges en démographie).
Voici quelques valeurs de λ :
• Pour les Achés: λ = 1.02328
• Pour le Québec ancien: λ = 1.047574


















Figure 5: Structure par classes d'âge à l'équilibre pour les Achés (à gauche) et le Québec Ancien (à
droite)
On voit sur la ﬁgure 5 la diﬀérence de pyramide des âges pour une population en forte croissance
(Québec à droite) et en croissance plus faible (Achés à gauche). Plus une population croît rapidement,
plus la proportion de juvéniles relative à celle des adultes est importante. On voit par exemple que dans
le cas de la population du Québec Ancien, 6% de la population a moins de un an. La population du
Québec croît très rapidement : 4.75% de croissance par an signiﬁe que la population double en à peine
15 ans!
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4.6 Analyse des perturbations
Introduction Le but de l'analyse des perturbations est de voir comment va varier le taux de croissance
lorsque l'on perturbe certains paramètres du modèle. Elle peut être utilisée pour:
• Prévoir l'eﬀet de changements de conditions environnementales ou des politiques de conservation
sur la dynamique des populations. Elle permet par exemple de répondre à des questions comme
Est-il plus eﬃcace pour la conservation de l'espèce de protéger les juvéniles ou de réintroduire des
adultes?.
• Estimer la force de la sélection naturelle. En eﬀet le taux de croissance de la population lambda
peut être vu comme une valeur de ﬁtness. Les analyses de perturbation permettent d'estimer
l'impact sur le λ d'un changement d'un paramètre démographique âge-spéciﬁque. Elle peut donc
être considérée comme une mesure de la force de la sélection naturelle sur ce paramètre. Par
exemple, une augmentation de la fécondité à 25 ans tendra à augmenter le lambda de façon plus
importante qu'une augmentation de la fécondité a 40 ans. La sélection naturelle favorisera donc
plus facilement un allèle augmentant la fécondité à 25 ans qu'à 40.
Nous nous intéresserons ici à l'analyse des perturbations dans le second cas.
Déﬁnitions Soit P un paramètre du modèle.









































〈w,v〉 est appelée la matrice de sensitivité. w est le vecteur propre à droite associé à λ
ou vecteur de structuration par classes d'âges et v est le vecteur propre à gauche associé à λ ou valeur
reproductive.







Les élasticités se déduisent alors directement des sensitivités par la formule (6).
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Figure 6: Sensitivité et Elasticité de la Survie dans le modèle de référence
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Figure 7: Sensitivité et Elasticité de la Fécondité dans le modèle de référence
Valeurs et interprétations Comme on peut le voir sur la ﬁgure 6, l'élasticité et la sensitivité de
la Survie sont des fonctions décroissantes (elles présentent des formes similaires à l'exeption du plateau
aux âges juvéniles présent uniquement pour l'élasticité). Cela signiﬁe que la contribution de PX à
λ diminue avec X: il est toujours plus intéressant de survivre aux jeunes âges pour avoir un taux de
croissance important. Cette contibution est par ailleurs nulle si X > β, du fait que les individus ayant
atteint la ménopause ne se reproduisent plus. La survie après la ménopause n'inﬂuence donc plus le taux
de croissance. Pour expliquer le plateau aux âges juvéniles de l'élasticité, il est important de remarquer
que la valeur qui compte pour λ parmi les paramètres des juvéniles est la probabilité d'atteindre l'âge
adulte S(α) = Πi=α−1i=0 Pi. En eﬀet cela revient au même de prendre Pi = 1 ∀i < α−1 et Pα = S(α) car si














qui est bien indépendant de i.
En ce qui concerne la fécondité, les courbes de sensitivité et d'élasticité n'ont pas la même forme comme
on peut le voir sur la ﬁgure 7. La courbe d'élasticité est modelée par la courbe de fécondité, et atteint
un maximum vers le pic de fécondité, tandis que la courbe de sensitivité est strictement décroissante.
Les courbes d'élasticité et de sensitivité de survie sont à l'origine des deux principales hypothèses
évolutives du vieillissement. La force de la sélection contre les allèles délétères (diminuant le taux de
survie) diminue avec l'âge d'où l'accumulation de mutations délétères ([14]). De plus, de petits eﬀets aux
jeunes âges peuvent compenser de gros eﬀets délétères aux âges avancés, c'est la pléiotropie antagoniste
([16]).
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Elasticité ou Sensitivité? La sensitivité par sa déﬁnition paraît plus naturelle, il s'agit tout sim-
plement de la dérivée partielle du taux de croissance par rapport au paramètre. Dans la déﬁnition de
l'élasticité il y a une sorte de renormalisation, les perturbations ne sont pas absolues, mais proportion-
nelles. Ainsi la question que se passe-t-il si j'augmente la survie de 0.01? devient que se passe-t-il si
j'augmente la survie de 1%?. Il est diﬃcile de savoir si l'évolution opère des changements absolus ou
proportionnels et la question a été très débattue. Nous utiliserons par la suite les élasticités, car elles
nous permettront d'avoir des résultats plus lisibles, notamment grâce au fait que la situation des juvéniles
se résume à la valeur de S(α).
5 Modèle incorporant un investissement maternel (BOMS)
Dans cette partie, nous allons adapter le modèle de Leslie pour conditionner la survie d'un enfant à la
survie de sa mère. Ainsi un orphelin aura moins de chance de survivre qu'un enfant dont la mère est
vivante. Nous appelons ce modèle BOMS pour bet on the mother survival comme dans [4].
Dans tout ce qui suit (parties 6 et 7 également), nous nous plaçons dans une perspective plutôt
évolutive. Par conséquent nous n'utiliserons pas des valeurs des paramètres PX et FX correspondant
à des populations modernes ayant achevé leur transition démographique comme les nôtres (disposant
de soins médicaux et de contraception), mais des paramètres correspondants à des populations telles
qu'elles pouvaient l'être durant la préhistoire (mortalité et fécondité assez élevée), c'est-à-dire des données
démographiques de populations de chasseur-cueilleurs.
5.1 Mise en forme matricielle
Pour les enfants d'âge 0 ≤ X ≤ α , on distingue à présent le taux de survie des orphelins, P˜X plus faible
que celui des non orphelins PX . On pourrait penser qu'il suﬃt alors pour appliquer le modèle matriciel
de considérer deux classes d'enfants: les orphelins et les non orphelins. Mais ce n'est pas le cas. Prenons
un exemple simple: ma mère m'a mis au monde à l'âge α, elle est toujours vivante et j'ai 5 ans (elle a
donc α+ 5 ans). L'année prochaine, ma mère aura survécu avec la probabilité Pα+5 et sera décédée avec
la probabilité 1− Pα+5. Ainsi, l'année prochaine (on considère pour simpliﬁer que la mort éventuelle de
ma mère se produit en début d'année), je serais un orphelin vivant avec probabilité (1 − Pα+5)P˜5, un
enfant dont la mère est vivante avec probabilité Pα+5P5 et mort sinon.
Pour calculer les taux de transition de l'état orphelin à l'état non orphelin, il est donc nécessaire de
considérer l'âge de la mère à la naissance de l'enfant. Nous n'avons donc non pas deux classes d'enfants
mais 1 + (β − α+ 1): les orphelins et ceux dont la mère avait i ans à leur naissance, avec α ≤ i ≤ β.
Rappelons que le modèle est déterministe: nous parlons de probabilités uniquement pour calculer les
taux de transition. Dans le modèle, lorsqu'un enfant devient orphelin, ce n'est pas parce que l'événement
aléatoire sa mère décède s'est produit mais parce qu'il fait partie de la proportion des enfants de tel âge
ayant une mère de tel âge qui chaque année deviennent orphelins. C'est cette proportion qui est calculée
à l'aide de probabilités. Pour que la modélisation soit correcte, il faut donc que le nombre d'individus
dans la population soit important pour pouvoir négliger les perturbations stochastiques.























































































α−1 = Pα−1Pα−1+i +
P˜α−1(1− Pα−1+i)
La disposition des catégories de la population dans le vecteur est un choix arbitraire permettant de
simpliﬁer l'expression de la matrice.
Celle-ci est alors par blocs:
M =

A˜ Dα · · · · · · Dβ D˜









. . . 0
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0 · · · · · · 0 Aβ Cβ












 est la matrice de transition interne aux orphelins.
• D˜ =

P˜0Fα(1− Pα) · · · P˜0Fβ(1− Pβ) 0 · · · 0





0 · · · 0 0 · · · 0
 est la matrice de transition des adultes
vers les orphelins (cela correspond à une naissance suivie d'une mort rapide de la mère).
• E˜ =

0 · · · 0 Pα−1
0 · · · · · · 0
...
...
0 · · · · · · 0
 est la matrice de transition des orphelins vers les adultes (elle marque














est la matrice de transition interne aux adultes.









 est la matrice de transition interne aux enfants ayant




P˜1(1− Pi+1) . . .
. . .
. . .
0 P˜α−2(1− Pi+α−2) 0
 est la matrice de transition des enfants ayant
leur mère d'âge i à leur naissance vers les enfants orphelins (lorsqu'un enfant perd sa mère).
• Ci =

0 · · · 0 PiP0Fi 0 · · · 0 0 · · · 0





0 · · · 0 0 · · · 0
est la matrice de transition des adultes vers
les enfants de mère d'âge i. à leur naissance (le seul élément non nul étant en colonne i − α + 1).
Cela correspond aux naissances.
• Ei =

0 · · · 0 Pα−1Pi+α−1 + P˜α−1(1− Pi+α−1)
0 · · · 0
...
...
0 · · · 0
 est la matrice de transition des enfants
de mère d'âge i à leur naissance vers les adultes (passage à l'âge adulte).
16
Les matrices A˜, Ai, Di sont de dimension (α− 1)× (α− 1), E˜ et Ei de dimension (ω−α+ 1)× (α− 1),
D˜ et Di de dimension (α− 1)× (ω − α+ 1), et B de dimensions (ω − α+ 1)× (ω − α+ 1).
5.2 Paramétrisation de la survie des orphelins
Nous avons vu précédemment que nous voulions distinguer la survie des enfants orphelins P˜X de celle des
enfants ayant encore leur mère PX . Il est donc important de savoir de quelle nature sera cette diﬀérence.
On note α0, l'âge d'indépendance vis-à-vis de ses parents, c'est à dire l'âge à partir duquel la survie
d'un enfant devient indépendante de la survie de sa mère. On aura toujours α0 ≤ α (on rappelle que α est
l'âge de première reproduction). Notons également RR0 =
h˜(0)
h(0)
le risque relatif de décès à la naissance,
où h est la fonction de risque de mortalité décrite partie 7. RR0 = 2 signiﬁe à peu de choses près qu'un
orphelin a deux fois plus de risque de décéder dans les instants qui suivent sa naissance qu'un enfant
ayant sa mère encore en vie. On aimerait exprimer P˜X comme un fonction des deux seuls paramètres
RR0 et α0. Pour cela on modiﬁe la formule (3) à l'aide de deux paramètres A et B (modèle accelerated
failure time très développé dans la littérature) de la façon suivante:{
h˜(t) = hA,B(t) = a1e
−b1(At−B) + a2 + a3eb3t t ≤ α0
h˜(t) = h(t) t ≥ α0








donne immédiatement les deux paramètres A et B.
Lorsque la mère décède et que le juvénile est livré à lui-même, il a un risque très élevé de décéder à
sont tour, surtout lorsqu'il est jeune. Cependant, d'autres membres de la famille peuvent le prendre en
charge, c'est ce que l'on appelle l'allocare. En prenant des valeurs de RR0 appropriées (pas trop élevées),
nous prenons en compte cet allocare. Son eﬀet sur la force de la sélection sur la survie et la fertilité à
chaque âge sera discuté plus en détail dans les parties 6 et 7.
On peut calculer la probabilité d'atteindre l'âge α en fonction de l'âge de l'enfant x lors du décès de




où on rappelle que S(X) est la probabilité d'atteindre l'âge X.
































Figure 9: Probabilité d'atteindre l'âge α en fonction de l'âge de l'enfant lors du décès de sa mère dans
notre modèle (gauche) et dans la population du Québec Ancien (droite, courbe noire [4]).
La forme de la courbe ﬁgure 9 (gauche) est assez proche de celle issue de données réelles (droite), ce qui
valide notre modèle et nous permet de choisir des valeurs cohérentes pour RR0. Dans notre population,
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seuls 60% des nouveaux-nés parviennent à l'âge de première reproduction (si leur mère ne décède pas




, seuls 39% des orphelins de naissance parviennent à




, on vériﬁe qu'un enfant perdant sa mère à l'âge de 10 ans a autant de
chances d'atteindre l'âge α qu'un enfant non orphelin.
Remarque: calcul des sensitivités Nous avons désormais deux taux de survie pour les juvéniles:
celui des orphelins P˜X et celui des non orphelins PX . La sensitivité ne peut plus se calculer simplement

































































Figure 10: Structure par classes à l'équilibre des diﬀérentes catégories d'enfants (haut), et d'adultes (bas
gauche). En bas à droite, la population juvénile à l'équilibre (la fraction bleue représente les orphelins).
Les valeurs des paramètres sont RR0 = 3 et α0 = 15.
La ﬁgure donnant les diﬀérentes porportions des catégories d'enfants dans la population à l'équilibre
(ﬁgure 10 haut) n'est pas évidente à lire à première vue. Les (α− 1) = 14 premiers bâtons représentent
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les orphelins âgés de 1 à (α − 1) ans. Ensuite les (α − 1) × (β − α + 1) bâtons restants représentent les
proportions des enfants ayant i ans dont la mère (toujours vivante) avait j ans à leur naissance. Par
exemple de l'abscisse 15 à 29 ce sont les enfants dont la mère avait α ans à leur naissance et aux alentours
de l'abscisse 200 ceux dont la mère en avait 23 ans. On voit que la même structure de α − 1 bâtons,
représentant des enfants d'âge 1 à (α− 1), se répète, modelée par la courbe de fécondité (cf ﬁgure 4). Il
y a plus d'enfants dont la mère avait 25 ans à leur naissance que d'enfants dont la mère en avait 45.
On pourrait penser que, la mortalité des adultes n'étant soumise à aucun paramètre dans la mod-
élisation, la structure par classe d'âges des adultes (ﬁgure du centre) reste inchangée quelque soit les
valeurs de RR0 ou α0. Ce n'est pas le cas parce que le vecteur de structuration par catégories donne la
répartition des catégories de populations à l'équilibre, et donc les eﬀectifs des catégories d'âge des enfants
à un instant donné inﬂuent sur ceux des adultes plus tard par renouvellement de générations.
Si la proportion d'orphelins augmente forcément avec l'âge, il n'est pas évident a priori de savoir quel
sera la dynamique du nombre d'orphelins en fonction de l'âge, car deux eﬀets s'opposent. D'une part la
mortalité (supérieure de surcroît à la mortalité des non orphelins) fait diminuer leur nombre. D'autre
part, il y a un aux provenant des enfants non orphelins qui perdent leur mère. On voit sur la ﬁgure 10
(histogramme en bas à droite en bleu) que le deuxième eﬀet l'emporte sur le premier et qu'il y a de plus
en plus d'orphelins à mesure qu'on avance en âge.
En sommant correctement les valeurs des diﬀérentes catégories, on peut obtenir une pyramide des
âges classique comparable à celle du modèle de Leslie. En prenant RR0 = 1 et α0 = α on retombe
exactement sur la pyramide des âges du modèle de Leslie (et on trouve également le même λ), ce qui
conﬁrme notre modèle.
5.4 Scenarios évolutionnaires
Méthode Selon l'hypothèse de la prématuration, un à deux millions d'années avant notre ère, l'augmentation
du volume crânien des nouveaux-nés (allant de pair avec l'augmentation du volume encéphalique des in-
dividus du genre homo) se serait trouvé contraint par l'étroitesse du canal pelvien de leurs mères. En
conséquence, les nouveaux-nés seraient nés de plus en plus prématurés, et donc de plus en plus altrici-
aux. Nous voulons étudier l'impact de ce changement sur les traits d'histoire de vie de notre espèce, soit
comment l'augmentation de l'altricialité des enfants modiﬁe les pressions de sélection sur la survie et la
fertilité à chaque âge.
Dans notre modèle, nous envisagerons deux manières d'augmenter l'altricialité des enfants. La pre-
mière est d'augmenter la valeur de RR0: les enfants orphelins ont alors une survie moins bonne, signe
qu'ils sont plus dépendants de soins maternels. La deuxième est d'augmenter α0, c'est à dire la durée
pendant laquelle le juvénile nécessite des soins maternels.
Nous avons vu précédemment que le calcul de l'élasticité des paramètres donnait une mesure de la
force que la sélection naturelle exerce sur ces paramètres. La diﬀérence des élasticités de survie et de
fécondité calculés pour des enfants peu altriciaux d'une part (RR0 = 2) et des enfants plus altriciaux
d'autre part (RR0 = 4), nous informe sur la modiﬁcation des forces de la sélection naturelle sur la survie
et la fertilité à chaque âge suite à une augmentation de l'altricialité des enfants.
Cependant une augmentation de l'altricialité des enfants va:
• diminuer la survie moyenne des enfants (car la survie des orphelins diminue et celle des non orphelins
reste identique).
• rendre la survie des enfants d'autant plus conditionnelle à la survie de leur mère.
Le premier eﬀet va modiﬁer la force de la sélection naturelle sur la survie et la fertilité des adultes
(phénomène connu et largement étudié dans la littérature). Nous sommes ici particulièrement intéressés
à mieux comprendre comment le deuxième eﬀet va modiﬁer la force de la sélection. Nous devons donc
essayer de supprimer le premier eﬀet tout en gardant le deuxième.
Nous avons vu précédemment que la seule donnée pertinente concernant les enfants dans le modèle
de Leslie est la proportion d'enfants atteignant l'âge adulte S(α). Si S(α) reste inchangé avant et après
l'augmentation de l'altricialité des enfants, nous n'aurons pas de modiﬁcations des forces de la sélection
naturelle résultant d'une modiﬁcation de la survie moyenne. Une solution est d'à la fois baisser le taux
de survie des orphelins et augmenter celui des non orphelins de telle sorte que la proportion des enfants
atteignant l'âge adulte reste inchangée. Ce n'est pas un problème trivial puisque cela revient à résoudre
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une équation implicite. Le raisonnement par dichotomie permettant sa résolution est expliqué en annexe
10.4.
Pour vériﬁer que les modiﬁcations des pressions de la sélection que l'on calcule sont uniquement dues
à la corrélation entre la survie des mères et celles de leur enfants, on compare les diﬀérences d'élasticités
calculés avec le modèle BOMS avec celle calculées avec le modèle de Leslie. Pour cela nous remplaçons
dans ce dernier les taux de survie PX les taux de survie moyens PˆX = wX P˜X + (1− wX)PX où wX est
la proportion d'orphelins calculée à partir du modèle BOMS. Puis nous calculons les élasticités de survie
et de fécondité (qui sont notées EpR ou EfR ) de la même façon que dans la partie 4.6. Nous pouvons
voir sur la ﬁgure 11 que la diﬀérence des élasticités est eﬀectivement nulle.

































Figure 11: Diﬀérence d'élasticité de la survie et de la fécondité lorsque RR0 passe de 2 à 4 et lorsque α0
passe de 5 à 15 ans.
Résultats: Sur la ﬁgure (11), nous pouvons voir qu'une modiﬁcation de RR0 et α0 rendant les enfants
plus altriciaux change la force de la sélection naturelle sur la survie et la fertilité à chaque âge. Ces
changements sont de même forme mais n'ont pas la même intensité: une augmentation de RR0 entraîne
un changement d'élasticité d'amplitude plus importante qu'une augmentation de α0. Ceci est ûu en
partie à la modélisation de la survie des orphelins que nous avons prise.
Ce changement entraîne une plus forte sélection sur la survie dans la période reproductive (entre α et
β ans). En eﬀet si les enfants sont plus altriciaux, le décès de la mère lorsqu'elle a son enfant en bas âge
est plus compromettant pour la survie du juvénile, et il devient alors plus important de survivre durant
cette période. Nous pouvons également remarquer que l'élasticité de la survie, quoique d'amplitude très
faible, est non nulle même après l'âge β (pour X ≤ β + α) contrairement au modèle de Leslie. En eﬀet
les femmes post-ménopausées contribuent à la survie de leurs enfants, et donc ont un impact sur le taux
de croissance.
Enﬁn une augmentation de l'altricialité favorise également la fécondité précoce au détriment de la
fécondité aux âges avancés, car faire des enfants tardivement devient moins eﬃcace pour transmettre ses
gènes: la mère a plus de risques de mourir, laissant l'enfant orphelin et compromettant ainsi sa survie.
Nous retrouvons ainsi les résultats de Pavard et al ([5]): l'augmentation de l'altricialité des enfants
augmente la survie à tous les âges ainsi que la fécondité au pic de la vie reproductive et fait diminuer la
fécondité aux âges avancés.
6 Modèle incorporant un investissement maternel et grand-maternel
(BOGMS)
Les femmes ont une fertilité plus élevée et des intervalles intergénésiques plus courts que les autres
primates (3 ans pour l'humain contre 4 à 5 pour le chimpanzé). En conséquence, la femme doit sou-
vent s'occuper de plusieurs enfants en même temps. La plupart des anthropologues évolutionnaires
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s'accordent à dire qu'un tel fardeau est trop lourd à porter pour une seule personne et que d'autres ap-
parentés doivent nécessairement partager le coût de l'élevage des enfants. Quel apparenté a le rôle le plus
important? Cela dépend des sociétés mais beaucoup d'études montrent que la grand-mère maternelle a
autant d'importance, si ce n'est plus, que le père lui-même ([8]). Le rôle de la grand-mère a été beaucoup
débattu dans la littérature et nous pouvons le relier à la problématique de la ménopause: à un moment
donné de sa vie, la femme s'arrête de procréer et s'occupe de ses enfants et de ceux de ses ﬁlles.
Ce sont ces questions que nous allons étudier dans ce modèle où nous prenons en compte les grand-
mères maternelles. Le modèle s'appelle BOGMS pour bet on the grandmother survival.
6.1 Mise en forme matricielle
Notons par les indices:
• (0, 0) les enfants n'ayant ni leur mère ni leur grand-mère.
• (1, 0) les enfants ayant leur mère mais pas leur grand-mère.
• (0, 1) les enfants n'ayant pas leur mère mais ayant leur grand-mère.
• (1,1) les enfants qui ont leur mère et leur grand-mère
Pour savoir si un enfant a sa grand-mère en vie il est nécessaire de savoir si sa mère est orpheline ou non.
Par conséquent il y a deux types d'adultes: les orphelins et les non orphelins, que nous notons par les










On rappelle que α, β et ω sont respectivement les âges de première reproduction, de ménopause et de
ﬁn de vie. Par conséquent il y (α− 1) âges possibles pour les enfants et (ω−α+ 1) pour les adultes ainsi
que (β −α+ 1) âges reproductifs possibles. Une grand-mère peut être âgée de (α+α) à (β + β) ans à la
naissance de son petit-ﬁls soit (2β − 2α+ 1) cas possibles. Enﬁn pour les enfants ayant leur mère et leur
grand-mère, il y a (β−α+ 1) âges reproductifs possibles pour la mère et autant pour la grand-mère, soit
(β − α+ 1)2 cas possibles.
Pour donner un ordre de grandeur, avec 15, 50 et 100 pour valeurs respectives de α, β et ω, la matrice
a pour taille 22838× 22838.
Certaines catégories de population ne peuvent pas exister: par exemple un enfant de 5 ans ne peut
pas avoir sa grand-mère vivante si elle avait (β + β) à sa naissance car elle devrait avoir alors plus de
ω = 100 ans. Nous avons pris le parti de garder toutes les catégories de populations (en ﬁxant PX à 0
dès que X > ω et en gardant les formules identiques), quitte à ce qu'il y ait des catégories vides, plutôt










X les taux de survie pour les enfants correspondants aux diﬀérentes










X les taux de survie et de fécondité pour les adultes. Les
diﬀérences entre les taux de survie sera discutée par la suite.
La matrice de projection est de la forme:
M =

A(0,0) D(1,0)→(0,0) D(0,1)→(0,0) D(1,1)→(0,0) G(0,0) C(0,0)
0 A(1,0) 0 D(1,1)→(1,0) G(1,0) C(1,0)
0 0 A(0,1) D(1,1)→(0,1) 0 C(0,1)
0 0 0 A(1,1) 0 C(1,1)
E(0,0) E(1,0) E(0,1) E(1,1) B(0) H




• A(0,0), A(0,0), A(0,0), A(0,0), B(0)et B(1) les matrices de transitions internes aux six sous-groupes.
Par exemple un enfant ayant sa mère et sa grand-mère passant de 5 à 6 ans, sans que sa mère ou
sa grand-mère ne décède pendant l'année.
• E(0,0), E(1,0), E(0,1), E(1,1), F (1,0)et F (1,1) les matrices de transtion vers l'âge adulte. Par exemple
E(0,1) est la matrice de transition à l'âge adulte pour les enfants orphelins de mère mais dont la
grand-mère est en vie.
• D(1,0)→(0,0),D(0,1)→(0,0),D(1,1)→(0,0),D(1,1)→(0,1) et D(1,1)→(1,0) les matrices de transition entre les
sous-groupes enfants, correspondant à la perte d'une mère ou d'une grand-mère pendant une année.
• G(0,0), G(1,0), C(0,0), C(1,0), C(0,1) et C(1,1) les matrices correspondant aux naissances. Par exemple
C(1,0) correspond à la naissance d'un enfant d'une mère non orpheline où pendant la première année,
la grand-mère meurt mais la mère reste en vie.
• H est la matrice de transition des adultes non orphelins vers les adultes orphelins.
Nous faisons le choix de ne pas détailler ici l'écriture de chacune des sous-matrices (voir annexe 10.3),
considérant que cela n'est pas nécessaire pour comprendre la suite. Pour donner néanmoins un exemple,
prenons le cas d'une femme adulte non orpheline et non ménopausée ayant i ans dont la mère avait l'âge
j à sa naissance. L'année suivante:







• Sa mère meurt mais pas elle, elle passe dans la catégorie des adultes orphelins avec probabilité
P
(1)
i (1− P (1)i+j) (dans H)
De plus elle donne naissance à un enfant qui survit jusqu'à l'âge de un an avec probabilité:
• P (1,1)0 F (1)i P (1)i P (0)i+j si ni elle ni sa mère ne meurt (dans C(1,1))
• P (1,0)0 F (1)i P (0)i (1− P (0)i+j) si sa mère meurt et pas elle (dans C(1,0))
• P (0,1)0 F (1)i (1− P (1)i )P (0)i+j si elle meurt et pas sa mère (dans C(0,1))
• P (0,0)0 F (1)i (1− P (1)i )(1− P (0)i+j) si les deux meurent (dans C(1,1))
6.2 Démographie
Nous étudions dans cette partie certains traits démographiques de la population accessibles grâce à ce
modèle. Nous ne présentons pas d'analyses détaillées comme par exemple étudier l'impact de RR0 sur la
démographie de la population (ces travaux commencés pendant le stage de recherche sont en cours).






















































Figure 12: Pyramide des âges avec orphelins (bleu), répartition des catégories d'enfants et proportion
d'orphelins dans la population à l'équilibre (RR0 = 1)
Nous pouvons voir par exemple que seulement un quart environ des enfants de 14 ans ont leur grand-
mère en vie, ou qu'à 30 ans, on a une chance sur deux d'avoir perdu sa mère.
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6.3 Scénarios évolutionnaires
Nous allons explorer diﬀérents rôles possibles pour la grand-mère. Puis nous allons raisonner de la même
façon que dans la partie 5.4 : regarder comment l'augmentation de l'altricialité de l'enfant modiﬁe les
pressions de la sélection naturelle sur la survie et la fertilité à chaque âge..
Grand-mère indiﬀérente Le fait que la grand-mère soit vivante ou non ne change en rien la survie
de l'enfant, seul compte la survie de la mère (comme dans le modèle BOMS)..
Grand-mère de substitution La grand-mère prend la place de la mère lorsque celle-ci décède, au
sens où l'enfant ayant seulement sa grand-mère en vie a le même taux de survie que celui élevé par sa
mère. En revanche elle n'est d'aucune utilité lorsque la mère est encore en vie. Avec les notations
précédentes cela revient à prendre P
(0,0)






X = PX .
Grand-mère de soutien La grand-mère ne prend pas la place de la mère lorsque celle-ci décède, mais









X = PX (
h(1,1)(0)
href (0)
= δ+ (δ− 1) tandis que h
(1,0)(0)
href (0)
= δ, cf 7.3 page 27 pour les notations).
La détermination des paramètres n'est pas discutée en détail ici (on applique toutefois le même
raisonnement qu'en 10.2).
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Figure 13: Diﬀérences d'élasticité de survie et de fécondité lorsque RR0 passe de 2 à 4 dans le cas de
diﬀérents rôles joués par la Grand-mère
Il est intéressant de constater que la réponse de la sélection naturelle à une augmentation de l'altricialité
de l'enfant n'est pas identique selon le rôle joué par les grand-mères. Lorsque celle-ci peut se substituer
à la mère, il y a une pression moins forte pour survivre aux âges de reproduction et une presssion plus
importante pour survivre aux âges post-reproducteurs. En eﬀet il est moins important de survivre aux
âges de reproduction, le décès d'une mère pendant cette période pouvant être compensé par le fait que
la grand-mère prend en charge l'enfant. D'autre part la survie aux âges avancés devient beaucoup plus
importante: il est remarquable de voir que l'élasticité de la survie reste positive bien après 75 ans.
Les résultats concernant la fertilité sont à prendre avec plus de précaution car la courbe bleu ciel
devrait normalement se superposer à la courbe rouge de la ﬁgure 11: rendre les grand-mères indiﬀérentes
revient à considérer uniquement l'investissement maternel comme dans le modèle BOMS. Nous n'avons
pas su déterminer si cette divergence était due à une erreur de programmation ou de modélisation. Elle
est d'autant plus troublante que cette courbe se superpose parfaitement à celle du modèle BOSS de la
partie 7(dans le cas neutre), les deux modèles étant complètement diﬀérents, et que les taux de crois-
sance et structurations par classes d'âge calculés lorsque RR0 = 1 dans tous les modèles sont identiques
(à 10−15près). Cependant nous pouvons tout de même remarquer qu'à chaque fois l'augmentation de
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l'altricialité des enfants diminue la force de la sélection sur la fertilité à la ﬁn de la vie reproductive, et
que l'aide apporté par la grand-mère pour l'éducation des enfants (rôle de soutien) favorise la précocité
de la vie reproductive (décalage de la courbe vers la gauche).
Aﬁn de comparer l'eﬀet respectif de l'investissement maternel et de l'investissement grand-maternel
sur l'évolution de la survie et de la fertilité, nous pouvons isoler les composantes de l'élasticité de la survie
dû au rôle de mère et à celui de grand-mère. Par exemple dans la sous-matrice A(1,1) un enfant dont
la mère avait i ans à sa naissance et sa grand-mère i + j passe de 1 à 2 ans en gardant sa mère et sa






i+j+1. D'après la formule (7), cette cellule de la matrice









i+1Sk,l; où S est la matrice de
sensitivité.






































Figure 14: Part de la contribution des grand-mères à l'élasticité de la survie, lorsque celle-ci joue le rôle
de substitution (gauche) ou de soutien (droite) (elle est nulle lorsque la grand-mère est indiﬀérente).
La courbe diﬀerence donne la contribution des grand-mères dans (Ep2 − Ep1) visible sur la ﬁgure 13
(gauche).
Nous pouvons voir un basculement du rôle prépondérant expliquant la force de la sélection sur la
survie: celui de mère avant la ménopause et celui de grand-mère après. A 40 ans, environ 2% (moyenne
des quatre cas soutien, substitution, RR0 = 2 ou 4) de la pression de sélection sur la survie est expliqué par
un rôle potentiel de grand-mère, tandis qu'à 55 ans ce ratio est de 95%. L'investissement grand-maternel
pourrait donc expliquer en partie la forte espérance de vie de notre espèce.
Ensuite la ﬁgure 14 montre que la grand-mère a un rôle beaucoup plus déterminant dans le changement
des forces de la sélection provoqué par l'augmentation de l'altricialité des enfants lorsqu'elle joue un rôle
de substitution plutôt que de soutien. En eﬀet à 45 ans, 30% de ce changement vient de l'investissement
grand-maternel dans un rôle substitution (qui aﬀecte la catégorie (0,1) des enfants soit seulement 5%
d'entre eux cf ﬁgure 12) contre 10% dans un rôle de soutien (qui aﬀecte la catégorie (1,1) des enfants soit
environ un tiers d'entre eux). Cependant ces résultats sont à tempérer parce qu'ils restent dépendants
de la paramétrisation d'une part et parce que d'autre part, dans le modèle, seule la grand-mère peut se
substituer à la mère. Si d'autres apparentés le pouvaient, cela diminuerait l'importance des grand-mères
et donc la force de la sélection naturelle sur la survie aux âges avancés.
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7 Modèle incorporant un investissement des aînées (BOSS)
Nous allons cette fois-ci distinguer les mères qui ont déjà eu i enfants et les enfants ayant potentiellement
i aînés (le modèle permet uniquement de savoir si la mère de l'enfant a déjà accouché i fois avant de le
mettre au monde et non pas si l'enfant a i aînés en vie). Cela va nous permettre de regarder l'inﬂuence
des soeurs plus âgées sur la survie des enfants. Nous appelons ce modèle BOSS pour bet on the sisters
survivals.
7.1 Mise en forme matricielle

















 représentant les enfants ayant i aînés avec n˜i les orphelins de 1 à α ans, nk les
enfants dont la mère avait k ans à leur naissance (k ≥ i car si un enfant a i aînés, sa mère a déjà
mis au monde i enfants, et donc a au moins α+ i ans de plus que lui, ayant au mieux mis au monde




 représentant les mères ayant déjà eu i enfants (mi,k désigne le nombre d'individus
d'âge k)
La matrice de projection devient une matrice blocs de matrices blocs, à savoir:
M =

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. . . Bβ−α 0
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
lesAi étant les matrices de transition internes au enfants ayant i aînés, lesBi les matrices de transition
internes aux adultes ayant déjà eu i enfants. Les Di correspondent aux passages d'une adulte ayant i
enfants à une adulte ayant i+ 1 enfants. Les Ci correspondent aux naissances des enfants ayant i aînés
(par les mères ayant déjà eu i enfants) et les Ei sont les matrices de passage à l'âge adulte.
On note P
(i)
X le taux de survie d'un enfant ayant i aînés si X < α ou d'un adulte ayant déjà eu i
enfants si X ≥ α, ainsi que F (i)X le taux de fécondité d'un individu ayant déjà eu i enfants.

































distribution du nombre d enfants faits entre l age de premiere reproduction et la mort





























distribution du rang de naissance parmi les enfants
Figure 15: Statistiques obtenues dans la population à l'équilibre pour le cas de reférence (RR0 = 1)
Les statistiques visibles ﬁgure 15 sont obtenues à partir de la population à l'équilibre. La première
donne la moyenne et la variance la distribution d'enfants mis au monde en fonction de l'âge. Passé la
ménopause la distribution du nombre d'enfants mis au monde reste identique puisque nous avons supposé
que les mères ont les mêmes taux de survie quelque soit le nombre d'enfants qu'elles ont déjà mis au
monde. Nous pouvons voir que la moyenne et la variance de ces distributions augmente avec l'âge: plus
les femmes sont âgées, plus elles ont mis au monde d'enfants en moyenne et plus les disparités entre elles
sont importantes. Ceci est intéressant puisque plus de variance implique plus d'impact de la sélection
naturelle. L'importance de la survie et de la fertilité aux grands âges établie à l'aide des ﬁgures 7 et 6
pourrait donc être sous-estimée.
La deuxième donne la distribution du nombre d'enfants mis au monde entre l'âge de première re-
production et la mort. On peut voir que 14% des adultes ne laisseront aucun descendants et que 25%
mettront au monde deux enfants (mode de la distribution).
La troisième ﬁgure donne, parmi les femmes mettant au monde au moins i enfants, la distribution de
leur âge à la naissance du ieme. Le premier enfant est mis au monde en moyenne à 20 ans, le deuxième
à 26 et le troisième à 30. Les distributions sont de plus en plus étalées à mesure que i augmente.
La quatrième ﬁgure donne la distribution du rang de naissance parmi les enfants. Un tiers des enfants
dans la population sont les premiers enfants de leur mère et 12% des enfants ont au moins quatre ainés
potentiels.
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nombre d enfants faits
distribution du nombre d enfants faits parmi les femmes de 20 ans









nombre d enfants faits
distribution du nombre d enfants faits parmi les femmes de 25 ans








nombre d enfants faits
distribution du nombre d enfants faits parmi les femmes de 30 ans






nombre d enfants faits
distribution du nombre d enfants faits parmi les femmes de 50 ans
Figure 16: Distribution du nombre d'enfants mis au monde parmi les mères de 20, 25, 30 et 50 ans.
A 20 ans, 70% des femmes n'ont pas encore mis au monde d'enfant alors qu'à 50 elles ne sont que
2%. A 30 ans la moitié des femmes ont mis au monde un enfant ou moins tandis qu'à 50 la moitié en ont
mis au monde quatre ou plus.
7.3 Scenarios evolutionnaires
Eﬀet des aînés sur la diﬀérence de survie entre orphelins et non orphelins Lorsque la mère
meurt, les frères et soeurs plus âgés peuvent s'occuper des plus jeunes et se substituer à la mère. Dans ce
cas, la diﬀérence de mortalité entre orphelins et enfants dont la mère est vivante diminue avec le nombre
d'aînés. Le fait que des individus autres que la mère s'occupe des enfants s'appelle l'allocare. Nous
appellerons donc A+ ce scenario pour indiquer qu'il y a de l'allocare de la part des frères et soeurs plus
âgés - et A0 le scenario de base dans lequel le fait d'avoir des aînés ou non ne change pas la survie des
orphelins.
Eﬀet des aînés sur la survie des plus jeunes en général Les enfants peuvent coopérer, entrer en
compétition ou être en interaction neutre. Nous notons C+, C- et C0 ces trois scenarios. Lorsqu'ils sont
en coopération, le fait d'avoir des aînés a une inﬂuence positive sur la survie de l'enfant. Lorsqu'ils sont
en compétition c'est l'inverse, par exemple parce que les aînés privent les plus jeunes de ressources. Enﬁn
lorsqu'ils sont en intéraction neutre, le fait d'avoir des aînés ou non ne change pas la survie de l'enfant.
Paramétrisation Notons href la fonction de risque de mortalité dans le cas de référence (c'est à dire
la fonction directement issue des paramètres a1, a2, a3, b1et b3, ou celle pour RR0 = 1). Cette fonction
permet de déterminer les fonctions de risque de mortalité des orphelins h
(i)
orph et des non orphelins h
(i)
nonorph
(où i est le nombre d'aînés) par le modèle accelerated failure time cf partie 5.2 (α0 = α ici) avec les valeurs

















X cf partie 4.4.1.
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plus facilement dans le cadre de nos scenarios. En eﬀet la première quantité est une mesure de la diﬀérence
de survie existant entre orphelins et non orphelins et la deuxième est une mesure de la survie des enfants
en général.







vaut RR0 quel que soit le nombre d'aînés. Pour le scenario A+,
il vaut RR0 lorsque l'enfant est le premier de sa mère, diminue linéairement pour atteindre 1 (pas de
diﬀérence entre les orphelins et les autres) lorsque l'enfant a 5 aînés, puis demeure à 1. Par exemple dans
ce scenario A+ si un enfant est le sixième de sa mère et que celle-ci meurt lorsqu'il est jeune, il aura les
mêmes probabilités de survie à chaque âge que si elle était encore vivante. La valeur 5 est arbitraire, il
correspond dans la réalité à 10 enfants que la mère a mis au monde avant, dont vraisemblablement 6
ou 7 sont encore en vie.





vaut δ (>1) quel que soit le nombre d'aînés. Pour le scenario
C+ (respectivement pour le scenario C-), il augmente (respectivement il diminue) linéairement jusqu'à
atteindre δ + (δ − 1) (respectivement 1− (δ − 1)) lorsque l'enfant a cinq aînés, puis demeure constant.
Comme précédemment, on veut modiﬁer les survies de diﬀérentes catégories d'enfants sans changer
la probabilité moyenne de passage à l'âge adulte pour ne pas perturber les élasticités par des eﬀets de
moyenne. Pour chaque scenario, on ﬁxe RR0 et on trouve le δ satisfaisant cette condition par une méthode
identique à celle expliquée en annexe 2.




































Figure 17: Diﬀérences d'élasticités de fécondité et de survie lorsque RR0 passe de 2 à 4 pour diﬀérents
scenarios
Interprétation: Nous pouvons voir sur la ﬁgure 17 que la présence d'allocare de la part des aînés
relache l'intensité de la sélection naturelle sur la survie pendant la période reproductive. En eﬀet si les
enfants d'une mère peuvent se substituer à elle lorsqu'elle décède, il est moins important pour celle-ci
de survivre (surtout en deuxième partie de période reproductive lorsqu'elle a déjà eu des enfants) pour
pouvoir élever ses enfants.
En présence de coopération, un nombre d'enfants élevé permet d'augmenter la survie de ses futurs
enfants. En faisant des enfants, non seulement l'individu transmet ses gènes dans l'immédiat mais il
favorise également leur transmission dans un futur proche. Par conséquent les pressions de la sélection




D'après l'hypothèse de la prématuration, l'augmentation du la taille du cerveau un à deux millions
d'années avant notre ère aurait conduit à une réduction du temps de gestation. Plus prématuré, le
nouveau-né aurait alors été plus altricial et aurait demandé plus d'investissement maternel pour son
développement physiologique. D'autre part, l'importance grandissante du langage et des rapports soci-
aux chez les hominidés aurait accentué l'importance de l'éducation et donc de l'investissement maternel.
Nous avons développé dans un premier temps un modèle matriciel de projection de populations
prenant en compte cet investissement parental à l'aide de paramètres démographiques (adaptation du
modèle BOMS de [4]). Puis nous avons montré que l'augmentation de l'altricialité des enfants entraîne
une augmentation de la force de la sélection naturelle sur la survie aux âges adultes et la fécondité au pic
de la période reproductive, ainsi qu'une diminution de la force de la sélection sur la fécondité en début
et ﬁn de vie reproductive. Or ces traits d'histoire de vie (espérance de vie élevée, période reproductive
brève et intense et longue vie post-reproductive) sont justement ceux qui caractérisent l'homme au sein
de la famille des primates. L'investissement parental aurait donc joué un rôle décisif dans l'évolution des
traits d'histoire de vie de la lignée humaine. Il pourrait également expliquer certaines disparités entre
hommes et femmes: ces dernières, qui s'occupent plus des enfants que les premiers, ont une espérance de
vie supérieure et une période reproductive plus courte.
Cependant chez l'Homme, la mère ne porte pas à elle seule le fardeau de l'éducation des enfants et
peut recevoir de l'aide de la part de personnes extérieures (le plus souvent apparentées), c'est ce que l'on
appelle l'allocare. Cet allocare est variable selon les populations car il dépend du contexte écologique
et de l'appréhension culturelle du développement et de l'éducation de l'enfant. Nous avons développé
dans un deuxième temps deux modèles intégrant un investissement autre que celui de la mère: celui des
grand-mères maternelles (modèle BOGMS) pour le premier et celui des soeurs aînées (modèle BOSS)
pour le second. Nous avons montré que la présence d'allocare relâche la pression de la sélection sur
la survie en période reproductive et augmente la force de la sélection sur la fécondité. En eﬀet puisque
d'autres personnes peuvent s'occuper des enfants si la mère décède, il devient moins important pour cette
dernière de survivre en période reproductive. D'autre part des personnes extérieures lui apportant un
soutien pour l'éducation de ses enfants, elle peut en élever un nombre plus important, ce qui favorise la
fécondité. Nous avons montré également que l'investissement grand-maternel augmente la pression de la
sélection sur la survie aux âges avancés de façon très signiﬁcative, ce qui pourrait expliquer l'espérance
de vie très élevée de notre espèce. Enﬁn nous avons remarqué que le fait d'adopter l'enfant lorsque sa
mère décède a beaucoup plus d'impact en termes évolutifs que de lui apporter un soutien pendant qu'elle
est encore en vie.
La grande plasticité des modèles matriciels permettrait d'intégrer des scenarios évolutionnaires plus
complexes. Il pourrait être intéressant d'ajouter de la stochasticité environnementale pour analyser l'eﬀet
d'épidémies touchant en particulier les personnes fragiles (juvéniles et personnes âgées) ou d'intégrer
des compromis (trade-oﬀs) entre diﬀérents paramètres: survie/reproduction ou investissement mater-
nel/survie par exemple. Enﬁn ces modèles intégrant un investissement maternel pourraient être utilisés
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10 Annexes
10.1 Annexe 1: démonstration de l'utilisation du théorème de Perron-Frobenius
pour une matrice non irréductible.
La matrice de projection a une forme très particulière (dû au cycle de vie, où on ne peut qu'avancer en

















 nilpotente (donc ayant toutes ses valeurs propres nulles)
• C =







Comme M est triangulaire inférieure par blocs, Sp(M) = Sp(A) ∪ Sp(B) (formule du déterminant par
blocs appliquée au polynôme caractéristique). Or Sp(B) = {0} , donc la valeur propre dominante λ de A
est celle de la matrice M , comme elle est simple pour A elle l'est aussi pour M .







































Comme A satisfait les hypothèses du théorème et que λ est sa valeur propre principale, wA existe




wA,β > 0, puis on voit bien que de proche en proche, chaque wB,i sera strictement positif.
La matrice M satisfait donc les propriétés de la partie 4.2.
10.2 Annexe 2: comment augmenter le risque des orphelins et diminuer
celui des non orphelins pour que la proportion d'enfants atteignant
l'âge adulte reste inchangé.
On note href la fonction de risque de mortalité dans le cas où RR0 = 1, c'est à dire celle directement
issue des cinq paramètres a1, a2, a3, b1et b3, horph celle des orphelins et h celle des non orphelins. On






(les deux rapports sont >1). Avec ces trois fonctions on peut calculer comme dans la partie 4.4.1 les taux
de survie dans le modèle de référence (Pi)ref , des orphelins et non orphelins dans le modèle BOMS P˜i
et Pi (on a toujours P˜i ≤ (Pi)ref ≤ Pi).
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Alors dans le modèle BOMS le risque relatif de décès à la naissance vaut RR0 = δ ˜RR0.




Tandis que dans le cas où RR0 > 1 elle vaut:
Sα( ˜RR0, δ) = Π
i=α−1
i=0 Pˆi (11)
où Pˆi = wiP˜i + (1− wi)Pi , wi étant la proportion d'orphelins.
Si on résume le problème, pour RR0 donné, on doit trouver un couple ( ˜RR∗0, δ
∗) tel que:{




Le système ne peut pas se résoudre simplement car Sα dépend de façon compliquée de ses paramètres.
˜RR0 et δ permettent le calcul des valeurs de P˜i et Pi par les étapes successives de la partie 5.2. Puis P˜i
et Pi déterminent la matrice donc les valeurs wi qui se déduisent du vecteur propre dominant. Enﬁn les
P˜i, Pi et wi donnent Sα( ˜RR0, δ) par la formule (11).
Le point essentiel est de remarquer que δ ∈ [1;RR0] et que Sα est une fonction continue (chaque
étape décrite plus haut est continue) et strictement croissante de δ (plus les non orphelins ont un taux
de survie élevé, plus la proportion des enfants arrivant jusqu'à l'âge adulte est importante). On raisonne
alors par dichotomie en trouvant le couple ( ˜RR∗0, δ
































Alors limn→∞( ˜(RR0)n, δn)n→∞ = ( ˜RR∗0, δ
∗) de (12).
On ne fera pas de démonstration rigoureuse de la convergence mais celle-ci se base sur le fait que
la fonction est continue strictement croissante et que l'intervalle dans lequel on recherche la solution est
divisé par deux à chaque étape. Avec matlab, on ﬁxe un seuil arbitraire de précision souhaitée et on
s'arrête dès qu'il est atteint. L'algorithme converge rapidement.
10.3 Annexe 3: matrice du modèle BOGMS









 et M =

A(0,0) D(1,0)→(0,0) D(0,1)→(0,0) D(1,1)→(0,0) G(0,0) C(0,0)
0 A(1,0) 0 D(1,1)→(1,0) G(1,0) C(1,0)
0 0 A(0,1) D(1,1)→(0,1) 0 C(0,1)
0 0 0 A(1,1) 0 C(1,1)
E(0,0) E(1,0) E(0,1) E(1,1) B(0) H
0 F (1,0) 0 F (1,1) 0 B(1)

Les six matrices blocs de la diagonale sont de taille N × N avec N valant respectivement (α − 1),
(α− 1)(β − α+ 1), (α− 1)(2β − 2α+ 1), (α− 1)(β − α+ 1)2, (ω− α+ 1) et (ω− α+ 1)(β − α+ 1). Les
autres tailles des sous-matrices s'en déduisent (par exemple E(0,0) est de taille (ω − α+ 1)× (α− 1)). Il
n'y a donc aucune des 24 sous-matrices qui soient de la même taille.
















 aα . . .
aβ


















 aα+α . . .
aβ+β

























































α−2 (1− P (0)i+1) 0












α−2 (1− P (0)i+1) 0













α−2 (1− P (1)i+α−2)(1− P (0)i+j+α−2) 0

• D(1,1)→(1,0) = ∑α≤i,j≤β
 · · · · · · · · ·· · · di,j · · ·


















i+α−2(1− P (0)i+j+α−2) 0
 l'élément (1, 1) de
di,j correspondant à l'élément (1 + (i − α)(α − 1), si,j) de D(1,1)→(1,0) où si,j = 1 + (α − 1)[(i −
α)(β − α+ 1) + (j − α)])
• D(1,1)→(0,1) = ∑α≤i,j≤β
 · · · · · · · · ·· · · di,j · · ·













α−2 (1− P (1)i+α−2)P (0)i+j+α−2 0
 l'élément (1, 1) de















 bα . . .
bβ





































• E(1,0) = ( eα · · · eβ ) avec ei =






• E(0,1) = ( eα+α · · · eβ+β ) avec ei =







• E(1,1) = ( eα,α · · · eβ,β−1 eβ,β )
avec ei,j =






• F (1,0) =
 fα . . .
fβ
 avec fi =






• F (1,1) = ∑ fi,j
α≤i,j≤β
avec fi,,j =
 · · · · · · · · ·· · · P (1,1)α−1 P (0)i+α−1P (0)i+j+α−1 + P (1,0)α−1 P (0)i+α−1(1− P (0)i+j+α−1) · · ·
· · · · · · · · ·








0 (1− P (0)α ) · · · F (0)β P (0,0)0 (1− P (0)β ) 0 · · · 0





0 · · · 0 0 · · · 0

• G(1,0) =
 gα 0 · · · 0. . .
gβ 0 · · · 0



















· · · F (1)i P (1,0)0 (1− P (0)i )(1− P (0)i+j) · · ·
· · · · · · · · ·
)
l'élement non nul
étant en position (1, ti,j) où ti,j = 1 + (j − α)(ω − α+ 1) + (i− α)





 · · · · · · · · ·· · · F (1)i P (0,1)0 (1− P (0)i )P (0)i+j · · ·
· · · · · · · · ·
 l'élement non nul étant en
position (1 + (i+ j − 2α)(α− 1), ti,j)




 · · · · · · · · ·· · · F (1)i P (0,1)0 P (0)i (1− P (0)i+j) · · ·
· · · · · · · · ·
 l'élement non nul étant
en position (1 + (i− α)(α− 1), ti,j)





 · · · · · · · · ·· · · F (1)i P (0,1)0 P (0)i P (0)i+j · · ·
· · · · · · · · ·
 l'élement non nul étant en
position (si,j , ti,j)
10.4 Annexe 4: matrice du modèle BOSS


























. . . 0
...
. . .
. . . 0
...
...
. . . Aβ−α 0 · · · 0 Cβ−α
E0 · · · · · · Eβ−α B0 0 · · · 0 0












. . . Bβ−α 0
0 · · · · · · 0 0 · · · 0 Dβ−α Bβ−α+1

Une diﬃculté de représentation de cette matrice est que les blocs de la matrice sont de taille variable:
les Ai sont carrées de taille Ni ×Ni avec Ni = (α− 1)(β − α+ 2− i) et les Bi carrées de taille Mi ×Mi




(α− 1)(β − α+ 2− k) +
β−α+1∑
k=0
((β − α+ 1− k) + (ω − β)) = 12344
avec les valeurs standards de α, β et ω.
• Ai =

a˜ dα+i · · · · · · dβ








. . . 0
0 · · · · · · 0 aβ
de la même forme que la partie supérieure gauche de la matrice





e˜i ei,i · · · ei,β
0 · · · · · · 0
...
...
0 · · · · · · 0
 , avec e˜i =

0 · · · 0 ˜P (i)α
0 · · · · · · 0
...
...




0 · · · 0 ˜P (i)α(1− P (i)α+α+k−1) + P (i)α P (i)α+α+k−1
0 · · · · · · 0
...
...





(1− F (i)α+i)P (i)α+i
. . .
. . . 0














c˜i,i · · · · · · c˜i,β 0 · · · 0









. . . 0
0 · · · 0 ci,β 0 · · · 0







































. . . 0
...
...
0 · · · 0 F (i)β−1P (i)β−1 0 · · · · · · 0










0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0

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